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ANALYSE FREQUENTIELLE DES SLCI

Compétences visées:

A3-12 Identifier la structure d’un systéme asservi.

B2-06 Etablir un modéle de comportement & partir d’une réponse temporelle ou fréquentielle.
C2-02 Déterminer la réponse fréquentielle.

C2-03 Déterminer les performances d’un systéme asservi.
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1 Problématique

L’objectif de ce chapitre est :

e de pouvoir identifier une fonction de transfert lorsqu’une réponse indicielle ne suffit pas (C’est le cas pour
des systémes d’ordre >1 avec £>1).

e de prévoir les effets d’une entrée test de type sinusoidale (Un signal quelconque peut se décomposer en
somme de fonctions périodiques).

Le signal réel en entrée d’un systéme est rarement un signal simple (échelon, rampe). La théorie développée
par Fourier permet de considérer que tout signal (périodique ou non) résulte de la sommation d’un ensemble
de composantes sinusoidales de fréquences et d’amplitudes différentes.

Par conséquent, pour déterminer la réponse d’'un systéme linéaire & un signal quelconque, on détermine
I’ensemble des réponses de ce systéme a des signaux sinusoidaux répartis dans une plage de fréquence adaptée
au signal quelconque. Cette étude s’appelle 'analyse fréquentielle.

-
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(a) Signal créneau (b) Somme de 3 sinus (c) Somme de 15 sinus

FIGURE 1 — Décomposition en série de Fourier d’un signal créneau

2 Reéponse harmonique

Soit un Systéme Linéaire Continu et Invariant d’entrée e(t) et de sortie s(t) régi par une équation différen-
tielle & coefficients constants du type :

ds(t) d™s(t)

I de(t)
o T T ame

dt

d™e(t)
dtn

ao.s(t)—l—al. :bo.e(t)-l-bl. +...+bn.

Lorsque l'entrée d'un SLCI est un signal sinusoidal du type e(t) = Ep.sin(2,t) , il faut chercher une sortie
en régime permanent sous la forme s(t) = Sp.sin(Q,t + ¢). On appelle réponse harmonique, la sortie s(t) en
régime permanent d’un systéme soumis & une entrée e(t) périodique.

On peut caractériser 'effet du systéme uniquement avec deux grandeurs qui sont :

e le rapport des amplitudes %g appelé gain du systéme et qui représente ’amplification du systéme ;

e le déphasage ¢ appelé phase et qui représente le décalage de s(t) par rapport a e(t).

Les courbes e(t) et s(t) dessinées ne sont valables que pour la pulsation 2, du signal d’entrée. L’objet d’une
étude fréquentielle d’'un systéme est d’étudier 1’évolution du gain et de la phase, en fonction de la variation de
la valeur de la pulsation w (w = Q, avec 0 < €,, < 4+00) du signal d’entrée, sur la réponse harmonique du
systéme.

La principale difficulté lors de 1'étude des SLCI vient de 1’équation différentielle du systéme qui est géné-
ralement trop complexe. Par conséquent, pour réaliser ’étude fréquentielle d’un systéme, on exploite aussi la
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FIGURE 2 — Déphasage en régime permanent

fonction de transfert du systéme H (p).

Soit le systéme représenté par la fonction de transfert H(p). On remplace p par jw, j étant le nombre

imaginaire tel que 52 = —1 et w la pulsation du signal d’entrée (en rad.s=') :
27
w=2rf=—
wf T

Avec f la fréquence du signal d’entrée (en s7!) et T période du signal d’entrée (en s) La fonction de transfert
du systéme s’écrit donc H(jw).

y Définition
Les valeurs de sg et ¢ dépendent de la fonction de transfert H(jw) tel que :

{50 = |H(jw)|Eo
¢ = arg(H (jw))

Le gain (facteur d’amplification) est définit comme le module de la fonction de transfert harmonique.
La phase est défini comme ’argument de la fonction de transfert harmonique.

La connaissance de la fonction de transfert d’un systéme permet donc de connaitre trés simplement sa
réponse a une entrée harmonique.

e(t) = Epsin(wt) ——|  H(jw) F— so0(t) = Spsin(wt + )

La sortie est la réponse fréquentielle du systéme. Par souci de simplicité, dans le cas d’une analyse fréquen-
tielle, la sortie soo(t) est notée s(t).

3 Lieux de transfert

Modules et arguments d’une fonction de transfert complexe sont représentés graphiquement selon trois
types de représentation :

e diagrammes de Bode (de gain et de phase)

e diagramme de Nyquist

e diagramme de Black

Ils permettent de déterminer graphiquement et simplement le comportement du systéme en fonction de la
pulsation du signal d’entrée, et de déterminer des valeurs de gain et phase pour des pulsations particuliéres. Ils
peuvent étre tracés uniquement s’il existe un régime permanent sinusoidal!
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3.1 Diagramme de Bode

Le diagramme de Bode est constitué de deux courbes correspondant aux tracés du module en décibels et
la phase de H(jw) en fonction de la fréquence (ou de la pulsation) sur une échelle logarithmique en base 10.

Le gain, noté G4p , est exprimé en décibels. La phase est exprimée en degrés. Pour calculer un module en
Gap, on effectue opération suivante : Ggp = 201log |H (jw)|

On représente donc graphiquement deux courbes :

GdB
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F1GURE 3 — Diagramme de Bode en gain et phase

On voit que les tracés sont effectués sur du papier a graduations spéciales. On retrouve une graduation
logarithmique en base 10 sur 3 ou 4 décades en abscisse et une graduation millimétrée en ordonnée. On appelle
ce genre de papier "semilogg".

f Remarque

Sur I’échelle logarithmique en base 10, il n’y a pas d’origine des abscisses. Par conséquent, il n’y a jamais
de 0 sur ’axe des abscisses.

Interprétation du diagramme de Bode Le diagramme de Bode est un tracé dont 1’abscisse est une
pulsation. Il faut bien identifier ce que cela veut dire. Ce tracé va permettre de savoir comment seront I’amplitude
et la phase (le déphasage) d’une réponse d’un systéme a une entrée harmonique en fonction de la pulsation du
signal d’entrée.

Lorsque le gain vaut 0, H(jw) = 1, la sortie n’est ni amplifiée, ni atténuée, car Sy = Ey
e Si Gygp > 0, le systéme amplifie I’entrée
e Si Gyp <0, le systéme atténue 'entrée
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Exemple :

Un systéme laisse-t-il passer les hautes ou les basses fréquences 7 Connaissant le gain en fonction de la
pulsation en entrée, il suffit d’identifier la plage de pulsations ol le gain est négatif pour conclure que
sur cette plage, il atténue les signaux d’entrée et ne les laisse donc pas passer : il les filtre.

Tracé des diagrammes de Bode Le principe de tracé d’'un diagramme de Bode consiste & factoriser le
numérateur et le dénominateur de H (jw) suivant la nature des poles et des zéros. Cette technique permet de
décomposer H(jw) en un produit de fonctions de transfert élémentaires bien connues et faciles a tracer dans
Bode. Le tracé du lieu de transfert d’un produit de deux fonctions de transfert est obtenu simplement sur un
diagramme de Bode par addition.

H(p) = Hi(p)Ha(p)

Alors

Cas général Dans le cas général d’'un systéme d’ordre quelconque, on factorise la fonction de transfert en
fonctions élémentaires tel que :

2
K ]T_n[(l%—Tm.jw) ];[ 1—1—0%.]00—1— (U}—kjw)

<

(je)* TI( + Th-jw)

2
2y - .
n I 1+§:.]w+<w1—p]w)
P

3.2 Diagramme de Nyquist
Le diagramme de Nyquist est celui qui apparait naturel-

lement lors de l'écriture de la fonction de transfert H(jw).
Cette fonction peut s’écrire sous la forme suivante : 1w — 00l o 1 w— 0 Re

H(jw) = Re(H(je) + j.Im(H (jw)) .

Cette fonction est représentée par la courbe paramétrée G(w)>,
en pulsation : w € [0, +0oc] dans le plan complexe. La courbe .
étant graduée en w, on y lit directement en un point donné N
e son module (aussi appelé son amplitude ou gain) : N
G = |H(jw|
e sa phase (ou déphasage) : ¢ = arg(H (jw))

Le principal inconvénient que présente ce diagramme est
la nécessité de la graduation en pulsation pour une lecture FIGURE 4 — Diagramme de Nyquist
compléte.

3.3 Diagramme de Black

Le diagramme de Black est la courbe paramétrée en pulsation : w € [0, +00] représentant la fonction H (jw)
dans un plan cartésien ayant :

e pour abscisse la phase : ¢ = arg(H (jw))

e pour ordonnée le gain : G = ||H (jw]|
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dB

+10

-180 -135 -90 -45 0

-10

F1GURE 5 — Diagramme de Black

Comme pour le diagramme de Bode le gain est exprimé en décibels. Un diagramme de Black s’obtient
aisément a partir d’un diagramme de Bode en éliminant la pulsation entre deux points de chaque courbe, deux
a deux. Il présente le méme inconvénient que le diagramme de Nyquist, a savoir la nécessité d’une graduation
en pulsations pour une lecture compléte. En revanche, il se rapproche du diagramme de Bode, puisqu’il donne
comme lui le gain en décibels. Son usage sera trés pratique pour caractériser les systémes automatiques en
termes de stabilité.

3.4 Lien entre les diagrammes de Bode et de Black G(w)
A
endB .
Ces diagrammes ne sont en fait que des projections planes 1™~ Bode, courbe

de la courbe tridimensionnelle ci-dessous qui lie le gain, la Black - : ~~de gain
phase et la pulsation ’

- Boaércqgrbe
de phase “>-_\

4 Rappel sur les complexes

Soit z = a + jb un nombre complexe.
e Son module se note : |z| = va? + b2

e Si la partie réelle de z est strictement positive : arg z = arctan (gﬁgg) = arctan (%)

Régles de calcul |z1.22] = |21].|22| et arg(z1.22) = arg(z1) + arg(z2)

('%
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5 Reéponses harmoniques des systémes élémentaires

avec K =10

GdB

5.1 Gain pur

rad/s

rad/s

102

—
e g g ] e ey g gy [ |
_ZIZ|ZZZ3J-ZZZfFzZZ9 = ZJZZEZJZZIZZFEZ 7
=)
o
-z 31--ZZg-Z-3 -~ - Z-EZJ1ZZ|I2Z -

K donc H(jw) = K

H(p) =

10

Gain en dB :

—10

10~1

90

60

Phase en degrés :

30

—30

—60

—-90

102

10!

10°

avec K =10

GdB
30

5.2 Intégrateur

rad/s

Ll rad/s

102

10!

10°

10

Gain en dB :

—-10

1071

90

60

Phase en degrés :

30

—30

—60

—-90

102

10t

10°

1071

5.3 Intégrateur double

avec K =10

GdB
30

rad/s

K
—2

donc H(jw) =

K
2

H(p) =

20

10

Gain en dB :

0
—10

—20

102

10t

10°

1071

Phase en degrés :

Ll rad/s

—60

On peut généraliser ce résultat a l'ordre n :
e Pente de —n.20dB par décades

e Phase de —n.90°

E%\ ’/J Lycée Jean Zay - Thiers
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5.4 Deérivateur B avec K =10
50

H(p) = Kp donc H(jw) = Kw 10

30

Gain en dB :

20

10

LU rad/s

Phase en degrés : 00

LU rad/s

5.5 Systéme du premier ordre

H(p) = 1pr donc H(jw):%

5.5.1 Etude du gain
G = 20log |H (jw)| = 20log ————
dB g] (.7 >| g 1 5 5

Gap = 20log K — 201og /1 + 72w? = 20log K — 10log(1 4 7%w?)

Pour w — 0 :
Gip ~
w—0

En 0 il y a donc une asymptote horizontale de valeur Gy = 20log K

Pour w — +o0 :
G Iav)
aB w—+00

En échelle logarithmique, —20log(w) correspond a une pente de -20 dB/décade. On a donc une asymptote
de pente -20 dB/décade

Intersection des interfaces Soient les deux équations des asymptotes :
e yo =20log K
® Yioo =20log K —20log(Tw)

Leur intersection a lieu & la pulsation w. (pulsation de coupure) telle que :

20log K = 20log K — 20log(Tw) < 20log(tw) =0 < 7w =1

Donc pour :

We = — = W

\]

Le gain a la pulsation de coupure est :

K e
VI+r2o? o g\@_

P@E Lycée Jean Zay - Thiers Page 9 / 17 @@@@
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Donc pour :
Gap =Gop—3
avec K =10et 7=0,5
38}dB | | | | | | | | | [ |

|
|
|
|
20 :
I
|
|

T ””” ’ ‘ =
I e —-ulllE
v

tracé as‘ym‘ptptiq‘ue

—10

I
|
|
|
T
|
|
|
|
|
I
I
|
720 1
101 109 1
p=

rad/s

FI1GURE 6 — Diagramme de gain d’un systéme du premier ordre avec K =10et 7 =0,5

Conclusions sur le gain

Il existe une asymptote horizontale de valeur Gg = 20log K en w — 0

Il existe une asymptote de pente -20 dB/décade en w — +00

Les deux asymptotes se coupent a la pulsation wy = %

A cette pulsation, le gain réel est égal au gain maximal du systéme G = 20log K moins 3 dB. On appelle
cette pulsation la pulsation de coupure & -3 dB et on la note w, tel que w, = % = wy

On appelle bande passante a -3 dB notée BP la plage de pulsations pour lesquelles le gain est supérieur
au gain maximal diminué de 3 dB, on la note BP = [0;w,]

On appelle pulsation de coupure & 0 dB la pulsation a laquelle le gain est nul et on la note wqy tel que
Weo = wgvKQ —1

On appelle bande passante a 0 dB notée BP, la plage de pulsations pour laquelle le gain est positif, on
la note BPy = [0; weo]

5.5.2 Etude de la phase

v =arg(H(jw)) = —arg(l + 7.jw) = — arctan(7.w)

Pour w — 0, logw — —o0 :

99 ~ 0 = 990

w—0

On a donc une asymptote horizontale en 0

Pour w — 400, logw — 400 :

On a donc une asymptote horizontale en -

w—+00 _5 = oo

Uy

2

Valeur en w,

1
¢(we) = —arctan (7‘) = —arctan(l) = —%
T
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avec K =10et 7=10,5
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F1GURE 7 — Diagramme de phase d’un systéme du premier ordre avec K =10et 7 =0,5

5.5.3 Diagramme de Bode

Le diagramme de Bode complet est tracé en phase et en gain.

GdB

4]
~
g
I
=

o o o o

2] N —

—10

—20

10!

10°

10~1

rad/s

10

—10
—20
—30
—40
—50
—60
—70
—80
—-90
—100

102

10!

10°

10t

FIGURE 8 — Diagramme de Bode d’un systéme du premier ordre avec K =20 et 7 =1
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5.6 Systéme du second ordre

H(p) = 1

K d N K
———— donc H(jw) = ——"——

5.6.1 Etude du gain

Pour w — 0 : )
[H(w)| ~ K

w—0

Gap ~
w—0

En 0 il y a donc une asymptote horizontale de valeur Gy = 20log K

Pour w — +o00 :

) K Kw%
‘H(]WN w%r\jroo - 5 w2
(5)

K
Gag ~ 20log

w—+400 w2 B

En échelle logarithmique, —40log(w) correspond a une pente de -40 dB/décade. On a donc une asymptote
de pente -40 dB/décade

Intersection des interfaces Soient les deux équations des asymptotes :
e yo =20log K
e Y. = 20log(Kw?) — 40log(w)

Leur intersection a lieu a la pulsation w,. (pulsation de coupure) telle que :

20log K = 20log(Kw?) — 40log(w) < 20log K = 201log(K) + 20log(w?) — 40log(w)
& 20log(wd) = 20log(w?)

Donc pour :

Le gain a la pulsation de coupure est :

K K
=20log — =

o)

Gap = Go — 2010g(2¢)

GdB =20 log

Donc pour :

m‘%}, " Lycée Jean Zay - Thiers Page 12 / 17 () WSO
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5.6.2 Etude de la phase

K

1 w?2 2 2 w
(1-%) +i25

¢ = arg(H (jw)) = arg

Pour w — 0, logw — —o0 :

K

2\ 2 . w:O
(1-%) +25

= ~ 0=¢o
w—0

On a donc une asymptote horizontale en 0

Pour w — 400, logw — 400 :

K K N
~ —_— ~ —TT =
(5) s - T
wh wo

On a donc une asymptote horizontale en -7

Valeur en w,

e () 7

5.6.3 Cas fortement amorti £ > 1

La fonction présente alors 2 poles réels p; et py, distincts ou confondus (cas ou £ = 1).

Le systéme peut alors étre considéré comme le produit de deux systémes du premier ordre de constantes de
temps 11 = _p% et Th = —p%.

K

AT T (1 £ Thje) RG] Galjw)

H(jw) =

Le tracé asymptotique se construit alors en ajoutant les tracés du gain et des deux systémes du premier
ordre construits séparément dans un premier temps.

G1(jw) = Ga(jw) =

Exemple :
Avec K =20, wp=5et £ =3
La fonction de transfert s’écrit

Wf}w} J Lycée Jean Zay - Thiers Page 13 / 17 @
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La fonction de transfert s’écrit

Avec K =20, wg=5et £ =1

Exemple :

avec K =10et 7 =0,5
GdB

30

—— T T

S

NG

20

10
0

—10

10!

10°

el ol

o

| | 1 11
L —

L

S T ——71 1 11

—140
—150

10!

10°

5.6.4 Cas faiblement amorti £ <1

Dans ce cas les péles sont complexes conjugués, il ne va pas y avoir de somme de tracés connus. On cherche

les asymptotes suivant la méthode énoncée précédemment.

Pour w —0:

20log K

e Gain : asymptote horizontale de valeur Gg

e Phase : asymptote horizontale en 0

Pour w — +o0 :

La réponse d’un systéme du second ordre faiblement amorti dépend de la valeur de £. On définit alors deux

paramétres, la pulsation de résonance w, et le facteur de qualité Q).

E%\ ’/J Lycée Jean Zay - Thiers

e Gain : asymptote de pente -40 dB/décade

e Phase : asymptote horizontale en —m
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CPGE PTSI - S21 Analyse fréquentielle des SLCI Cours

En gain :

Asymptote horizontale de valeur Gy = 20log K en w — 0

Asymptote de pente -40 dB/décade en w — oo

Intersection des asymptotes a la pulsation w = wy

Gain maximal en w = wp, Go = 20log K — 20 log(2¢)

Si & > 1, un 2nd ordre se décompose en produit de deux ler ordre

Si & > 1, il existe une troisiéme asymptote de pente -20 dB/décade entre les pulsations de coupure de
chaque premier ordre le constituant

e Si & <1, il existe une résonance du gain a la pulsation de résonance w, telle que

wr = woy/1 — 2€2

K
Grap = 20log —F——
dB g2§ F—SQ

e On appelle bande passante & 0 dB notée BP la plage de pulsations pour laquelle le gain est positif, on la
note BPy = [0; weo]

6 Meéthode de tracé

Ecrire la fonction de transfert sous forme canonique en cherchant les poles et les zéros

Décomposer la fonction de transfert en fonctions élémentaires connues (gains, intégrateurs, premier ordre,
second ordre)

Chercher pour chaque fonction élémentaire sa pulsation de coupure et ses asymptotes.

Tracer les diagrammes de Bode asymptotiques, puis le diagramme réel.
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CPGE PTSI - S21 Analyse fréquentielle des SLCI Cours

7 Diagrammes de Bode asymptotiques des fonctions de transfert élémen-

taires
Fonction de transfert Diagramme de gain Diagramme de phase
Gap ®
20log K
—_— K 0 w 0 — w
Gap ¢
i I\ [
’ ]; ’ 0 w 0 w
—20 dB/dec 2
Gap ¥
1 , I 1 I
ﬁ 0 w 0 w
.
—n.20 dB/dec 2
Gan 420 dB/dec ﬂ
— p — 0 ! w 0 w
.20 dB/d
+m /dec —l-m.gl[
e p" > 0 1 w 0 w
1 1/7 /T
1+7p 0 /4> w 0 W
—20 dB/dec I
Gap 4
20 dB/d T
+ /dec R B
—_— 14+7p — 0 w 0 > W
1/ 1/
N avec £ <1 Gap ¥
e — (,UO
- g 2 wO;. —
—40 dB/dec I
avec £ < 1 Gap +40 dB/dec _|_:i 77777777
R
— 1+2w0p+w3 —> 0 e w 0 w04>w

oty

»
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